Kapitel 3
Nicht-parametrische Regression

3.1 Nadaraya-Watson
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Flexible Modellierung mit parametrischen Regressionsmodellen

Parametrische Regressionsmodelle sind dergestalt, dass der Pradiktor durch endlich viele
Modellparameter festgelegt ist, z.B.

m B + BiXin

B O + B1Xi1 + PBoXi

B B0 + BiXin + Baxi

B (o + Biv/Xin

m Bo+ Bixin + BeXi + BaXit + Baxiy

Durch polynomiale Terme wie im letzten Beispiel kann man im Prinzip beliebig viel Flexibilitat fur die Form
der Regressionsfunktion erhalten. Das schauen wir uns jetzt auf den folgenden Slides an.
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m wir simulieren Daten aus dem Modell Y; = 2 + 0.3x;1 — 0.05x2 + ¢, ¢ ~ N(0,0.3%)

m wir passen ein lineares Modell ohne quadratischen Term an: Y; = Bo + B1Xi1 + €
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Klarer Fall von “Underfitting” (Unteranpassung): Modell ist zu unflexibel, um den quadratischen Effekt
abzubilden.
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m wir betrachten dieselben simulierten Daten wie auf der vorherigen Folie, also wieder Daten aus dem
Modell Y; =2+ 0.3x4 — 0.05x2 +¢;, € ~ N(0,0.3%)

m wir passen Regressionsmodell mit quadratischem Pradiktor an: Y; = 8o + B1Xi1 + BoX3 + €
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Modell passt gut zu Daten: quadratischer Term im Pradiktor tragt dem vorgefundenen Muster Rechnung
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m wir betrachten dieselben simulierten Daten wie auf den vorherigen Folien, also wieder Daten aus dem
Modell ¥; = 2+ 0.3x1 — 0.05x2 +¢;, ¢ ~ N(0,0.3%)

m wir passen Regressionsmodell mit Pradiktor mit polynomialen Termen bis zur Ordnung 10 an:
2 3 10
Yi = ﬁo + 51X;‘1 + ﬂng + ﬂan +...+ ﬁ1oX,-1 + €
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Klarer Fall von “Overfitting” (Uberanpassung): Modell beschrénkt sich nicht auf das wesentliche Muster,
stattdessen werden vernachléssigbare Eigenschaften der Daten, die in Wirklichkeit nur zufalliges Rauschen
sind, vom Modell abgebildet
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Bias-Varianz-Trade-off bei Nutzung polynomialer Pradiktoren

Wir simulieren Daten (xi1, yi),i = 1,...,100 und vergleichen verschiedene angepasste lineare
Regressionsmodelle mit polynomialem Pradiktor 8o + S1Xi1 + BaX3 + .. . + BkXfs
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Wie sinnvoll sind Polynome héherer Ordnungen?

Durch die Idee der Variablentransformation — insbesondere durch polynomiale Pradiktoren — erreichen
wir mit linearen Modellen im Prinzip beliebig viel Flexibilitat!

Aber:
m die Schatzung von Polynomen héherer Ordnungen ist &uBerst instabil
m insbesondere haben AusreiB3er einen sehr starken Einfluss auf die Schatzung
m insgesamt besteht ein hohes Risiko des Overfitting'
m flr jede Variable den optimalen Polynomgrad zu wéhlen ist umstandlich

In der Praxis ist es daher uniblich, Polynome der Ordnung > 2 zu betrachten.

'solche zu flexiblen Modelle liegen nahe an den Daten, liefern aber schlechte Vorhersagen
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Idee der nichtparametrische Regression
Idee der nichtparametrischen Regression: schatze das Modell

Y,-=m(x,-1)+e,-, i=1,...,n

wobei m eine nicht ndher spezifizierte glatte Funktion ist ~ keine bestimmte parametrische Form, daher
keine restriktiven Annahmen!?
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2wir nehmen allerdings weiterhin an, dass die ¢; unabhéngig sind mit E(e;) = 0 und Var(e;) = o?

C[E:
Fragen? https://www.memi.com/alneosum9sq5.


https://www.menti.com/alneo5om9sq5

Kernregression
Es gibt eine Vielzahl an Methoden, wie die glatte Funktion m geschétzt werden kann. Wir betrachten
zunachst die sogenannte Kernregression.

Grundidee: flir gegebenes x, bestimme m(x) als (lokalen) Mittelwert aller y; deren zugehdérige x;1 nahe bei
x liegen — tue dies fur alle x.

0 0.2 X 0.4 0.6 0.8 1
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So wandert man Schritt flir Schritt (ber die x-Achse und verbindet schlieBlich alle lokalen Mittelwerte:
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Offensichtliches Problem: der Schétzer ist nicht stetig — unschon!
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Formalisierung der Idee

Die lokalen Mittelwerte lassen sich wie folgt formalisieren:

ﬁ‘l(x): 1 ZI(X,E[X—E X+

>, I(x,e[x—f X+b]) —

Alternative Schreibweise:

1 falls —1/2<y<1/2;
0 sonst.

mit K(y)={
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Zur Erinnerung: allgemeine Kernfunktionen:

Eine Funktion K(y) heiBt Kernfunktion, falls

(i) K(y) > o0firalley
(i) K(y) = K(—y) furalle y
(i) [ K(y)dy =1

Beispiele fiir Kernfunktionen:
m Rechteckkern
m Dreieckkern
m GauBkern

m Epanechnikovkern
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Nadaraya-Watson-Schétzer

[oré=

FUr beliebige Kernfunktion K(y) und feste Bandweite b heif3t

_ LKy,
Yo KC55)

m(x)

\.

Nadaraya-Watson-Schéatzer (NWS) (oder auch: Kernregressionsschatzer).

In R kann daflr die Funktion ksmooth () verwendet werden.
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Nadaraya-Watson-Schatzer in R mit GauBkern und b = 0.05:

nn

plot(x, y, pch = 16, bty = "n", main = , xlab = "", ylab = "", cex = 0.6)
NW <- ksmooth(x, y, kernel = "normal", bandwidth = 0.05)
lines(NW, lwd = 2, col = "orange")

text (0.5, 0, expression(hat(m)(x)), col = "orange")
to) :.. . .
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Die geschatzte Funktion rh(x) ist glatt, da der GauBkern glatt ist.
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Einfluss der Bandweite

NWS mit Gaulkern und b=0.01

0.0

NWS mit GauRRkern und b=0.1
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NWS mit GauRRkern und b=0.3
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Was die Bandweite angeht, so stellen wir fest:

m je hdher b, desto héher der Bias
(vor allem im Bereich von “Talern” und “Gipfeln”)

m je kleiner b, desto hdher die Varianz
(da die lokalen Mittelwerte dann von nur wenigen Punkten abhangen)

m es ergibt sich also wieder ein Bias-Varianz-Trade-off

(Der Einfluss der Kernfunktion ist eher unbedeutend.)

Konkret kann man zeigen:

Der Einfluss von b ist im Wesentlichen also analog wie beim Kerndichteschatzer.
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m wir betrachten ein wahres Modell (schwarze Linie), aus dem wir 20 Mal Daten simulieren

m anschlieBend werden Regressionsfunktionen an jede der 20 Stichproben angepasst

b=0.01 b=0.05
b=0.1 b=0.3
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Wahl der Bandweite durch Kreuzvalidierung

Inuitiv einleuchtend: eine Bandweite ist dann geeignet, wenn der dazugehdérige Schéatzer zuverlassige
Vorhersagen zukunftiger Werte liefert. Um abzuschatzen, wie gut der Schatzer zukinftige Werte
vorhersagen kann, betrachten wir das sogenannte Kreuzvalidierungskriterium:

n

CV(b) = > (i — e i(x)°,

i=1

wobei My, —; der NWS fur Bandweite b angepasst an alle Daten auBer (x;, ;) ist.

Was ist hier die Idee?
m es wird so getan, als sei die i-te Beobachtung ein zukiinftiger Wert
m der NWS wird dementsprechend an die anderen n — 1 Beobachtungen angepasst
m dann wird geschaut, wie gut dieser NWS die i — te Beobachtung vorhersagt
m dies wird fir jede Beobachtung gemacht

Dann wird das b ausgewabhlt, welches CV(b) minimiert — sinnvoll, aber sehr rechenaufwandig!

[ofe=
Fragen? https://www.memi.com/alnecsum9sq5.


https://www.menti.com/alneo5om9sq5

Kreuzvalidierung im vorherigen Beispiel mit simulierten Daten: optimal ist hier b = 0.051

cv(b)
29 31 33

0.02 0.04 0.06 0.08 0.10
Bandweite b

Kreuzvalidierung ist konzeptuell ansprechend, aber in der Praxis ist “Wahl durch AugenmaB” meist véllig
ausreichend — und spart Rechenzeit!
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Nadaraya-Watson-Schatzer von m im Modell

Stimmenanteil; = m(Einkommenswachstum;) + ¢;
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2 Hier scheint eine lineare Regressionsfunktion ausreichend zu sein.
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Nadaraya-Watson-Schatzer von m im Modell

Produktverkauf; = m(Werbung;) + €;
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Ausgaben fur TV-Werbung

~~ geringerer Effekt ab 200.000 Euro Ausgaben flr Werbung?
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Nadaraya-Watson-Schéatzer — einige Feststellungen

m der NWS wird oft als exploratives Werkzeug eingesetzt, um einen zu schétzenden funktionalen Zshg.
zwischen x und Y zu visualisieren

m oft zeigt sich, dass ein linearer oder quadratischer Prédiktor ausreichend ist; in einem solchen Fall ist
das parametrische Modell i.d.R. vorzuziehen, da

® stabiler
® einfacher zu interpretieren
® einfacher handzuhaben

m wenn der NWS nicht auf einen linearen oder quadratischen Zusammenhang hindeutet, so ist der
nichtparametrische Schéatzer i.d.R. vorzuziehen
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Nadaraya-Watson im Falle multipler erkl. Variablen

Es gibt verschiedene Wege, Nadaraya-Watson auf den Fall multipler erklarender Variablen zu erweitern.
Einfachste Mdéglichkeit, hier illustriert fir den Fall p = 2:

n X1 —Xj Xo — X .
Sor, KK (22522 ) y,

K( 1b1 il )K( 2b2 /2)

m(xi, x2) =

Man spricht dann von einem multiplikativen Kern.

Was hier passiert:
m letztendlich ist m(x1, x2) wieder ein lokaler Mittelwert

m in beiden Dimensionen wird geprift, welche Daten nahe bei (xi, x2) liegen
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Multivariater NWS im Mietspiegel-Beispiel

50

m groBe und eher neue (ab 1990 gebaute) aber auch alte (vor 1940) Wohnungen sind aufféllig teuer

1920

& m in der Nachkriegszeit gebaute Wohnungen sind eher giinstiger
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falls by und b zu groB3 ~~ Underfitting
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falls by und b» zu klein ~» Overfitting
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“Curse of dimensionality”

Kann man ein Modell der Form
Y,'=fT’I(Xn,...,X,'p)+€;7 i=1,...,n

auch mit p > 2 sinnvoll nichtparametrisch schatzen?

Antwort: ja, aber der Schétzer ist dann sehr “datenhungrig”. lllustration: (in der Vorlesung)
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Fir n=1000,b = 0.1 und X, ..., Xp ~ U[0, 1] wird jeder lokale Mittelwert. ..

m ... fir p =1 aus etwa 100 beobachtungen gebildet
m ... fir p = 2 aus etwa 10 Beobachtungen gebildet
m ... fir p = 3 aus etwa einer Beobachtung gebildet

Um den 3D-Raum ahnlich gut abzudecken wie den 1D-Raum braucht man also 100 Mal so viele Daten
(und nicht etwa nur 3 Mal so viele).

Kurzum: die nétige StichprobengréBe, um m sinnvoll zu schatzen steigt rasant mit steigendem p. Man
spricht vom “curse of dimensionality”.

Daher wird der NWS wie hier besprochen quasi nur bei p < 2 angewendet — wir werden aber noch einen
Ansatz sehen, welcher mit gréBerem p zurechtkommt.
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